Opcion A

Ejercicio 1 opcion A, modelo Junio 2011 especificol
[2'5 puntos] Un alambre de 100 m de longitud se divide en dos trozos. Con uno de los trozos
se construye un cuadrado y con el otro un rectangulo cuya base es doble que su altura.
Calcula las longitudes de cada uno de los trozos con la condicién de que la suma de las areas
de estas dos figuras sea minima.

Solucion
Es un problema de optimizacion
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Funcion a optimizar: Area = (x/4)2 + a.(2a) = (x/4)2 + 2a2
Relacion entre las variables a+a+2a+2a = 100 — x, de donde 6a = 100-x, y a = (100-x)/6
Area = A(X) = (x/4)2 + 2( (100-x)/6 )2

SiA'(b) =0 y A”(b) >0, x =b es un minimo de V(r)

A(X) = (x/4)? + 2( (100-x)/6 )?

A'(X) = 2.(x/4)(1/4) + 2.2( (100-x)/6 )(-1/6) = (x/8) — (100-x)/9.

De A’(x) =0, tenemos (x/8) — (100-x)/9 = 0, es decir 9x = 800-8x, luego x =800/17 m.
Las longitudes de los trozos son x = 800/17 m. y 100 —x =100 - 800/17 = 900/17 m.

Veamos que es un minimo es decir A"(800/17) >0

A’(X) = (x/8) — (100-x)/9.
A”(x) = 1/8 + 1/9 >0, independientemente del valor de “x”, luego es un minimo.
Ejercicio 2 opcion A, modelo Junio 2011 especificol
[2'5 puntos] Determina la funcién f :(0,+«) — R tal que f'(x) = 1/x y su gréfica tiene tangente
horizontal en el punto P(1,1).
Solucion
El teorema fundamental del célculo integral nos dice que si f(x) es continua en [a,b] entonces
la funcién [2* f(t)dt es derivable y su derivada es f(x).
En nuestro caso f(x) = [ f'(x)dx y f(x) = [ f(x)dx
Como nos dicen que la gréfica de f tiene tangente horizontal en (1,1), sabemos que (1) = 0.
Como nos dicen que pasa por el punto (1,1), sabemos que f(1) = 1.
f(x) =] P’ (x)dx =] (1/x)dx = In|x] + K
Def(1)=0resulta0 =1In(1) + K=0+ K, de donde K=0y f(x) =In(x)
f(x) = | P(x)dx = | In(x)dx = ** = xIn|x| - X + M
Def(l)=1resultal=1.In(1)-1+M=0-1+M, de donde M =2y f(x) = xIn[x| - x + 2.

Veamos que | = | In(x)dx = xIn|x| - x, que es una integral por partes ( | udv =uv - | vdu)
u=In(x) y dv=dx, de donde du=(1/X)dx y v =X
I = [ In(x)dx = xIn|x| - | x.(1/x)dx = xIn|x| - [ dx = xIn|x| - x.
Ejercicio 3 opcion A, modelo Junio 2011 especificol
Sean Ay B dos matrices cuadradas de orden 3 cuyos determinantes son |A| =1/2 y |B| =-2.
Halla:
(a) [0'5 puntos] |A3|.
(b) [0'5 puntos] |AY.



(c) [0'5 puntos] |-2A].
(d) [0'5 puntos] |ABY, siendo B! la matriz traspuesta de B.
(e) [0'5 puntos] El rango de B.
Solucion
Sabemos que si A y B son cuadradas entonces |AB| = |A||B], |Al] = 1/]A| (de AB =1,y |l| =
1), [k.An| = k"]A|, |AY = |A], ¥ si B3| # 0, rango(B) = 3.

(@) A% = JA.AA] = |ALJALA] = (1/2).(1/2).(1/2) =1/8 .
(b) JAY = 1A =AY =1/(1/2) =2
(c) |-2A] = (-2)3.|A| =-8.(1/2) = -4.
(d) |ABY| = |AlIB| = |A[|B] = (1/2)(-2) = -1.
(e) Como |Bs| = -2 # 0, tenemos que rango(B) = 3.
Ejercicio 4 opcion A, modelo Junio 2011 especificol
Considera los puntos A(1,0,2) y B(1,2,-1).
() [1'25 puntos] Halla un punto C de la recta de ecuacion (x-1)/3 = y/2 = z que verifica que el
triangulo de vértices A, B y C tiene un angulo recto en B.
(b) [1'25 puntos] Calcula el area del triangulo de vértices A, B y D, donde D es el punto de
corte del plano de ecuacion 2x-y+3z =6 con el eje OX .

Solucidén

(@)

A(1,0,2), B(1,2,-1).

Como el punto C es de la recta “r", ponemos lar recta “r’ en paramétricas

x=1+3A

y=0+2A

z=01 + A, con A numero real.

El punto genérico C de “r" tiene de coordenadas C(1 + 3A, 2A, A)

Como me dicen que el tridngulo es rectangulo en B, los vectores BA 'y BC son
perpendiculares, por tanto su producto escalar es cero, es decir BA«BC =0

BA =(0,-2,3); BC =(3A, 2A-2,A+1)

BA*BC =0 = (0, -2, 3)*(3A, 2A-2, A+1) = -4A\+4+3A+3 = -A+7 = 0, de donde A = 7, y el punto
pedido es C(1 + 3(7), 2(7), (7)) = C(22, 14, 7)

(b)

El punto D es la interseccion de los planos

2X-y+3z =6

y=0

z = 0, de donde obtenemos 2x = 6, cuya solucién es x = 3, y el punto D es D(3,0,0).

A B

A(1,0,2), B(1,2,-1) y D(3,0,0).

Sabemos que el area de un tridngulo ABC es (1/2) del area del paralelogramo que determinan
dos vectores con origen comun, en nuestro caso el AB y AD. También sabemos que el area
de un paralelogramo es el médulo del producto vectorial que determinan dichos vectores (||AB
x AD||.




Resumiendo: Area triangulo ABC = (1/2).||AB x AD|| = (1/2).(42+62+42) = (1/2).N(68) uZ.

i j k[Adjunto

AB =(0,2.-3); AD =(2,0, -2); ABXAD= |0 2 -3|primera=i(-4)-j(6)+k(-4) = (-4,-6,-4)
2 0 -2/ fila
Opcién B

Ejercicio 1 opcion B, modelo Junio 2011 especificol
Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = 4 — x2
(@) [1 punto] Halla la ecuacion de la recta normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 2.
(b) [1'5 puntos] Determina el punto de la grafica en el que la recta tangente es perpendicular a
larectax +2y—-2=0.

Solucion

(a)
Aunque no lo piden la grafica de 4 — x? es exactamente igual que la de la pardbola — x? (ramas
hacia abajo) pero desplazada 4 unidades hacia arriba en el eje OY (vértice en (0,4) y se
observa que corta al eje OX en (-2,0) y (2,0), son las soluciones de 4 —x2=0 )

0 1 \
1

La recta normal a la gréafica de f en el punto x = 2 tiene de ecuacién “y-f(2) = [-1/f'(2)](x-2)”

f(x) =4 — x2, de donde f(2) =4-4=0

f(x) = —2x, de donde f(2) = -2(2) = -4, por tanto [-1/f'(2)] = [-1/-4] = 1/4.

La recta normal pedida es “y-0 = (1/4)(x-2)", operando queda y = (1/4)x-(1/2)

A continuacion (no lo piden) tenéis dibujada la gréafica de f (en negro) y la de su recta normal
en x = 2 (en azul).

T\

(b)
La pendiente genérica de la recta tangente a la gréfica de f es f'(x) = -2x.
La pendiente de la recta x+2y-2=0, es deciry =-x/2 +2 es y' =(-1/2).
Sabemos que la relacion de la pendiente de una recta “m” y la de su recta normal “m’ " es
m.m’=-1, es nuestro caso la pendiente de la recta normal a la recta es m’ = (-1)/(-1/2) = 2, por
tanto igualando la pendiente genérica de f con la de la normal de la recta nos queda -2x=2, de
donde x = -1; y el punto pedido es (-1,f(-1) ) = (-1, 3).

Ejercicio 2 opcion B, modelo Junio 2011 especificol
[2'5 puntos] Calcula: [ (x3 + x2).dx/(x2 + x — 2)

Solucion

I =] (x® + x2).dx/(x2 + x — 2), es una integral racional, pero como el numerado es de grado



mayor que el denominador tenemos que efectuar antes la division entera.

x3 + x? X2 + x-2
-x3 - X2+2x X
2X

I =] ((Cx) + RE)/(A(X) )dx = [ xdx + | (2x).dx/(x2 + X — 2) = X2/2 + |1.

La integral I1 = | (2x).dx/(x2 + x — 2), es la racional. Si resolvemos x2 + x — 2 = 0, obtenemos
como soluciones x =1 y x =-2.

l1 = [ (2%).dx/(x® + X — 2) = 11 = [ Adx/(x-1) + | Bdx/(x+2) = A.In|x-1] + B.In|x+2]

La integral pedida es

| =x3/2 + 11 =x32 + Alln[x-1] + B.In|x+2| + K

Sdlo nos falta determinar las constantes A y B:

(2x)/(x2 + x = 2) = Al(x=1) + B/(x+2) = [ A(x+2) + B(x-1)]/ (X2 + x — 2).
Igualando numeradores tenemos 2x = = A.(x+2) + B.(x-1).

Para x = 1, tenemos 2 = 3A, de donde A = 2/3.

Parat =-2, tenemos -4 = -3B, de donde B = 4/3.

La integral pedida es | = x2/2 + 11 = x?/2 + A.In|x-1| + B.In|x+2| + K =

= x2/2 + (2/3).In|x-1| + (4/3).In|x+2| + K
Ejercicio 3 opcion B, modelo Junio 2011 especificol

0 3 4
Dadalamatriz A=|1 -4 -5
-1 3 4
(a) [0'5 puntos] Demuestra que se verifica la igualdad A3 = - |, siendo | la matriz identidad de

orden 3.
(b) [1'25 puntos] Justifica que A es invertible y halla su inversa.
(c) [0'75 puntos) Calcula razonadamente A,

Solucidén

(a)

0 3 4 0O 3 4 0 3 4 0 3 4
A=|1 -4 5AS=A2A=|1 -4 -5 1 4 5.1 4 -5|=

-1 3 4 -1 3 4 -1 3 4 -1 3 4
10 1Y(0 3 4) (10 O 100
=144.1-4-5=0-1o}=-010=|3
13 -3/\-13 4/ (00 00 1

Hemos visto que A3 = - 1.

(b)

La matriz A es invertible si su determinante |A| es distinto de O.
0 3 4 0 3 4| Adjuntos

|Al=|1 -4 -5 =|1 -4 -5 primera = (-1)(1)(-3+4) =-1 # 0, luego A es invertible.
-1 3 4| FR+F, |0 -1 -1 columna

Otra forma de ver lo mismo es utilizar la igualdad del aparatado (a)
De A3 =- [, tenemos |A3| = [A.A.A| = |Al.|Al.JA] = (|A] )3 = |- 13| = (-1)3. |I3] = (-1)(1) =1 # 0
La inversa de A es A1 = (1/]A]).Adj(AY



0O 1 -1 -1 0 1 1 0 -1
Al=-1;Al= |3 -4 3[;Adj(AY= |1 4 ;A= |-1 -4 -4
4 -5 4 -1 -3 -3 1 3 3
(c)
Utilizando la igualdad del apartado (a) A% = - |, podemos calcular A1,
0 -3 4
AL00 = A9 A = (A3)B A = (-)B.A = (-1)%2. (NBA=(-1).LA=(-1)A=-A=[-1 4 5
1 -3 -4

Ejercicio 4 opcion B, modelo Junio 2011 especificol
[2'5 puntos] Considera los planos tu, Tk y Te dados respectivamente por las ecuaciones
3X-y+z-4=0, X-2y+z-1=0 y X+z2-4=0
Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(3,1,-1), es paralela al plano mu y corta a
la recta interseccion de los planos Te y TB.
Solucién
Calculamos el plano mtparalelo al plano Ta que pasa por P(3,1,-1).
Como el plano 1tcorta a los planos e y s, resolvemos el sistemamm =0, e =0y ™ =0,Y
obtendremos el punto Q.
La recta pedida es la que pasa por los puntos P y Q. Utilizaremos el punto P y como vector de
direccion el u = PQ

La siguiente figura ilustra el proceso

il

3

Calculamos el plano Tt paralelo al plano Tu que pasa por P(3,1,-1).

Un plano paralelo al tu es 3x-y+z+K=0. Como pasa por P(3,1,-1), tenemos 3(3)-(1)+(-1)+K=0,
de donde K = -7, y el plano 1tes 3x-y+z-7=0.

Para obtener el punto Q, resolvemos el sistema siguiente:

3x—y+z-7=0 Alaecuacién 12 le restamos la ecuacion 32
X-2y+z-1=0 Alaecuacion 22 le restamos la ecuacion 32, quedandonos
XxX+z-4=0.

2x—-y+0-3=0

0-2y+0+3=0 ,dedondey=3/2

XxX+z-4=0.

Entrando en la 12 tenemos 2x — 3/2 — 3 =0, de donde x = 9/4
Entrando en la 32 tenemos 9/4 + z — 4 = 0, de donde z = 7/4,por tanto el punto Q buscado es
Q(x,y,z) = Q(9/4,3/2,7/4)



La recta pedida pasa por el punto P(3,1,-1) y uno de sus vectores directores es el
PQ=(9/4-3,3/2-1, 7/14 + 1) = (-3/4, 1/2, 11/4). Otro vector seriav = (-3,2,11)

La recta buscada es “ (x-3)/(-3) = (y-1)/2 = (z+1)/11 “



